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OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA PE SECTOR, 23.02.2014 -

CLASA A XI-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Enunt subiect 1, autor***

a) Este adevarata afirmatia : ,,dacd un sir de numere naturale este nemarginit atunci el are
limita +o0" ? Justificati raspunsul !

b) Determinati toate functiile continue f :IR — R care au proprietatea

f2(x)—2f(x) =x?—2x, oricare ar fi xeR.

Detalii rezolvare Barem
asociat

a) Nu, de exemplu x, =n(+(-1)"). 3p

b) Avem f(x)=1+(x—-1), deci f(x)e{x,2—x} pentruorice xe R 1p

Daca exista X, X, >1 astfel incat f(x) =X si f(x,)=2—-X,,atunci f(x)>1, f(x,)<1
sinu existd X intre X; si X, astfel incat f(x) =1, ceea ce contrazice faptul ca functia are 1p
proprietatea lui Darboux

Astfel f(x)=x pentruorice x>1, sau f(x)=2-—x pentru orice x>1; are loc un rezultat

1
analog pentru x <1 P
Obtinem patru functii: f(X)=x,VxeR, f(X)=2—-x,¥xeR, f(X)=1-|x-1|,VxeR si L
f(x)=1+|x-1|,¥xeR P
Enunt subiect 2, autor***
bx?+x
Determinati numerele reale a>1 si b pentru care lim (\/X2 +ax — X) 1 —g,
X—>+00
Detalii rezolvare Barem
asociat
: a . bx*+x (1 b=0
lim (x/x2+ax—x)=—, lim = 4
X—>+00 2 xo»o X+1 to0, b#0 P
Daca a# 2, limita ceruta este e pentru b=0 si a=2e 1p
b . 3 bx%+x
X" +X
. . T (x+1)(\ix2+2x+x+1)
Daca a=2, lim (\/XZ +2X — x) 1~ lim {(H X2 4+2x - X—l)\/x2+2xx1] 2p
X—>00 X—®

este e pentru b=-2




Enunt subiect 3, autor Daniela Haret

. 5 8
Determinati matricele A€ .44 (Z) care au proprietatea A3 =( ] :

8 13
Detalii rezolvare Barem
asociat
(det(A))® = det(A®) =1, deci det A=1 2p
Dacid t este urma lui A, atunci A? =tA—1, 1p
Rezulti A® =tA? — A= (t* -1)A-tl, 1p
Deoarece A are elemente intregi, deducem t2 -1|8 siteZ,deci t=0 sau t=+3 1p
Pentru t e{-3,0} nu obtinem solutii, iar pentru t =3 obtinem A= G ;j , care convine 2p
Enunt subiect 4, autor ***
Fie A si B matrice 2x2 cu elemente intregi, astfel incat matricele A+B, A+2B, A+3B,
A+4B si A+5B sa fie inversabile, iar inversele lor sd aiba elemente intregi. Sa se arate ca
matricea A+6B este inversabila, iar inversa ei are elemente intregi.
Detalii rezolvare Barem
asociat
Daca o matrice M si inversa ei au elemente intregi, atunci (det M )(detM ™) =1 implica 20
detM =+1
Astfel, ipoteza spune ca pentru functia f:R — R, f(x) =det(A+ Bx), una din ecuatiile
f(x)=1 sau f(x)=-1 are cel putin trei solutii; cum aceste functii sunt polinomiale de 3p

grad cel mult doi, rezultd ca una dintre functii este constanta

Folosind aceasta functie, deducem ca det(A+6B) =+1, de unde concluzia

2p




